CHAPTTRE II : CAPACITES

Nous allons considérer dans les chapitres II, III et IV, diverses
applications pouvant 8tre définies soit sur 1l'ensemble des parties
d'un espace E, soit sur celui des fonctions définies sur E. Nous
noterons indifféremment ¢(E) 1'un de ces ensembles, laissant au

lecteur le soiln de distinguer sa signification dans certains cas.

Une capacit€ sur E est une fonction définie sur §(E) et vérifiant

les propriétés fondamentales d'une projection (ef le n.2 du chap I).
Dans le premier paragraphe, on donne des dédfinitions et des exemples.
Au cours du second, on démontre un théoréme de capacitabilite :

si I est une capacité, et £ une fonction analytique, alors

I(f) = sup I{(g), g s.c.s., g&f ; et on donne des applications de

ce théoréme dans le troisiéme (on démontre en particulier le théoréme
de séparation des ensembles analytiques). Le quatriéme est consacré
a la construction de certaines capacitds (dites fortement sous-addi-

tives) et le dernier contient des compléments.

1.- DEFINITIONS. EXEMPLES.

DEFINITION.- Une fonction I sur §(E) est une précapacitd sur E sion a

a) 8i r¢g, alors I(f)<I(g)

b) Si (fn) est une suite croissante, alors I(sup fn) = sup I(fn)

La précapacité I est une capacite sur E si on a, de plus,

e) 81 (g ) est une suite déeroissante de fonctions s.c.s8., alors

n

I(inf gn) = inf I(gn)
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REMARQUES.- 1) Si D est un espace localement compact 3 base dénom-
brable, on suppose de plus dans c) gque les 8, sont a support compact.
Une capacité I sur D se prolonge alors au compactifié E = DU (=} en

posant I(f) = +o pour fed(E) telle que f(o) # O.

2) S8i la capacitd I n'est définie que sur les parties et siI(@)=0et
I(E)€ 4w, on la prolonge aux fonctions en posant I(f) = Jl&f>t] dt

{si I(E) = 4w, on pose I(f) = q_l[j;(I[f>'t}) datl, a(t) = # Arc tgt).

DEFINITION.- Soit T une précapacité sur E. On dit que Fed(E) est

T-capacitable si 1'on a I(f) = sup I(g), & s.c.s., g£f.

Une fonction qui est capacitable pour toute capacitd est dite

universellement capacitable : nous verrons bientdt que toute fonction

analytique est universellement capacitable.

Nous donnerons au paragraphe suivant quelques exemples de précapacites
. . ’ . .
qui ne sont pas des capacites, et nous donnons ici quelgues exemples

importants de capacitéds. Nous en verrons d'autres par la suite.

EXEMPLES.- 1) Le premier sera le plus simple, et, en un certain sens,
l'exemple fondamental (cf 1'appendice 1). Pour toute partie A de E,
posons I{A) = 0 si A =, et I{4) = 1 sinon : la fonction I ainsi
définie est dvidemment une capacit€ (remarquer que la propriétd c)

du n.l exprime la compacitd de 1'espace E)}. Le prolongement de I aux
fonctions donne : I(f) = sup f(x), xeE. Plus généralement, si K est
f) = sup f(x), xekK,

un compact de E, la fonction I, dé€finie par I

K K(
est une capacité. Bien que toutes les fonctions soient trivialement
capacitables pour ces capacités, on a des théorémes de capacitabilité

non triviaux pour des capacités aussi simples (voir le chapitre V).
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2) Soit d une distance compatible avec la topologie de E. La fonction

. R . s N Iy
qui & chaque partie de E associe son diamétre pour d est une capacité.

3) L'exemple suivant sera sans doute le plus familier pour beaucoup
de lecteurs. Soit A une mesure sur E. La mesure extérieure A\*
définie par A*(A) = inf A(B), B bordlien, BDA est une capacité€.
(D'une maniére générale, si T est une fonction définie seulement
sur les boréliens de E, et vérifiant les conditions du n.l, on
preut prolonger I en une capacité en posant, comme ci-dessus,

I(A) = inf I(B), B borélien, B> A, pour toute partie A de E).

4) En combinant les exemples 1) et 3), on obtient un type de capacité
rencontré fréquemment en théorie des processus stochastiques.

Soient ExF un produit, et N une mesure sur E. Posons, pour toute
partie A de ExF, I(A) = a*[r(A)] ou 7 est la projection sur E.

La fonction I ainsi définie est une capacité sur ExF. Plus généra-
lement, solt o une application continue de G dans E, et soit J une
capacitd sur E. La fonction I définie par I(&) = J[w(A)] , A partie
de G, est une capacité sur G.

5) Il convient dvidemment de citer 1'exemple historique de capacité :

3

la capacit€ newtonienne. Soit K un compact de TR, et désignons

par I(K) la borne supérieure des masses des mesures A portéés par K
et de potentiel £1 partout (rappelons que le potentiel de la mesure A
est la fonction U\ définie par UA(x) =:I”X -x']l d(x')). On montre
que la fonction I définie ainsi sur les compacts vérifie la condi-
tion ¢) du n.1l, et 1'indgalitd suivante : T(KUL)+I(KNL) L I(K)+I(L).
On peut alors prolonger I en une capacité de la manidre suivante

(cf le paragraphe 4) : si U est ouvert, I(U) = sup I(K), KcU et,

si A est une partie quelcongue, I(A) = inf I(U), U ouvert, UDA.
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2.~ LE THEOREME DE CAPACITABILITE

Quoique le théor&me de capacitabilitd ne soit pas vrai en géndral
pour les precapacitds, l'étape essentielle de sa démonstration
est un théoréme "d'approximation par en dessous" pour les précapacités

prenant les valeurs O ou 1

THEOREME (de Sion).- Soit J une précapacité 8 valeurs dans {0,1}.

S5i £ est une fonction analytique telle que J(f) = 1, alors il existe

une suite décroissante (gn) de fonctions s.c.s. satisfaisant aux

conditions suivantes

a) on a J(gn) = 1 pour tout n

b) la fonction s.c.s. g = inf g, est majorée par f.

DﬁMONSTRATION.— Nous allons d'abord montrer que l'on peut supposer
que f est une fonction bordlienne élémentaire. En effet, soit h une
telle fonction, définie sur un produit ExF, telle que f soit la
projection 7h de h sur E. Supposons démontré le théoréme dans

le cas des fonctions boréliennes élémentaires : comme la fonction
i J[v(?)] est aussil une précapacité sur ExF, et a valeurs O ou 1,
il existe une suite décroissante (?n) de fonctions s.c.s. sur ExF
telle que J[v(?n)] = 1 pour tout n et que ini‘?}lékh I1 ne reste
plus qu'ad poser g, = v(qh), puisque v(inf(pn) = inf W(Wn). Nous
pouvons donc supposer que f est une fonction borélienne £1énmentaire
il existe alors une suite déecroissante (f™), et, pour chaque m, une
™)

sulte croissante (fn de fonctions s.c.s. telles que f = Inf £

et 7 = sup fﬁ. Comme f£AfY = f, on a J(fAfJ3 =1 : d'aprés le b)
du n.l, il existe un entier nl tel que l'on ait aussi J(fkfil) = 1.

Raisonnons par récurrence, et supposons demontrée l'existence d'une
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suite finie d'entiers Nis «ee s Ny telle que l'on ait
J(f/\fi A...Affl ) =1
‘. Kk T k . k. _k+l .k
et designons par h 1la fonction entre parentheses. Comme h AT =h",

K+l
)

on a J(h%ﬂf‘ =1 : d'aprés le b) du n.l, il existe alors un

1
n/\-..l\fil\fg-ﬂ )
Kk gl

1

entier n, ., tel que J{(EAT = 1. Posons pour

tout entier k
. 1 k
g, = inf (£l ,£2 ,...,05)
1 2 k
On définit ainsi une suite décroissante (gk) de fonctions s.c.s.
telle que J(gk) = 1 pour tout k {(cf le a) du n.1l), et il est clair

que inf g, est majorée par f.

La définition d'une précapacité ne nous donnant aucune information
sur le comportement de J pour les suites décroissantes, il peut
arriver que l'on ait J(g) = 0 ou J(g) = 1. Voici un exemple de
chacune de ces possibilités

1) Soit E = [0,1], et prenons pour précapacitd J la fonction
qui vaut O sur les ensembles de la 18re catégorie de Baire (i.e.
contenus dans une réunion dénombrable de compacts d'intérieur vide)
et 1 sur les autres. L'ensemble A des irrationnels n'est pas de 1lére
catégorie, mais tout compact contenu dans A est d'intdrieur vide,
et donc de premiére catdgorie.

2) Prenons pour prébapacité J la fonection qui vaut O sur les
ensembles au plus dénombrables et 1 sur les autres : J n'est pas
une capacité, et pourtant nous verrons au chapitre V que tout

ensemble analytique est J-capacitable.

Voici maintenant le théordme de capacitabilité. Pour le lecteur

. . e . .
familier avec la théorie des mesures extérieures de Carathébdory,
je voudrais signaler, pour qu'il apprécie l'originalité de ce

’ \ . I . s
theoreme, que la capacite newtonienne est une mesure extérieure,
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mals que les seuls boréliens mesurables au sens de Carathéodory
sont triviaux (i.e. de capacité nulle, ou & complémentaire de

capacit€ nulle).

THEOREME (de Chogquet).- Les fonctions analytiques sont universel-

lement capacitables.

DﬁMONSTRATION.— Soient I une capacité et f une fonction analytique.
Nous devons montrer gue, pour tout t I(f), 1l existe une fonection
s.c.s. g4&f telle que I(g)g t. Fixons t, et soit J. la precapacite
définie par : Jt(h) =1 si I(h)>t, et = O sinon. D'aprés le théoreme
précédent, il existe une suite ddcroissante (gn) de fonction s.c.s.
telle que Jt(gn) = 1 pour tout n et que g = inf g soit majorée

par f. Etant donnée le ¢) du n.l, on a alors I(g) = inf I(gn)z1L

REMARQUE.- I1 est facile de voir que la projection d'une fonction
universellement capacitable est encore universellement capacitable.
On ne connait cependant aucune autre propriété de stabilité de ces
fonctions, le probldme crucial &tant celui-ci : si f (resp g),
dé€finie sur E (resp F) est universellement capacitable, le produit
tensoriel (fxg) est-il universellement capacitable sur ExF ?

Nous verrons d'autre part au cours du paragraphe suivant qu'il
existe des complémentaires d'ensembles analytiques qui ne sont

pas universellement capacitables.
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3.~ APPLICATIONS

Applications 3 la théorie de la mesure

En appliquant le théoréme de Choguet & 1l'exemple 3 du n.3, on obtient

le théordme classique de Lusin

THEOREME. - Les ensembles analytigues sont universellement mesurables.

DEMONSTRATION.— Soient A un ensemble analytigue dans E, et A une
mesure sur E. Rappelons que A est dit hA-mesurable s'il existe deux

e _ .
boréliens B, et B, tels que B;C ACB, et que %(Be—Bl) = 0. Il existe

évidemment un borélien B,> A tel que A*(4) = n(B,), et, dlaprds le

2
théordme 5, 11 existe un bvorélien Blc.A, égal % 1la reunion d4'une

suite de compacts, tel que »*(A) = A (B done A(Be—Bl) = 0.

1)

COROLLAIRE.- Soit A une partie analytigue de [0,1]xF, et posons,

pour tout yeF, DA(y) = inf {te[0,1] : (x,t)eA}. La fonction D,

. 2 s s . >
ainsi définie sur F est universellement mesurable.

DEMONSTRATION.- Pour tout t, ltensemble [DA<'t} est la projection
sur F de 1'ensemble analytique AN ([0,t[xF), et donc analytique

(1la fonction D, n'est pas analytique, mais 1-D l'est).
A A

Les analogues abstraits de ce théordme et du théoréme suivant

jouent un rdle important en thdorie des processus stochastiques.

THEOREME.- Solent A une partie analytique de [O,l]xF, et N une mesure

sur F. Pour tout a)» 0, 11 existe un compact K de F et une fonction

s.c.s. T dérinie sur K , & valeurs dans [0,1], tels que

a) K est contenu dans la projection w(A) de A sur Fet l'on a

AT(A)]L AN K)+a

b) le graphe {(t,y)e[0,1]xK : f(y) = t} de f est contenu dans A.
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DEMONSTRATTION. - Appliquons le théor®me de Choquet 3 1'exemple 4
du n.3 : la capacité I(H) de la partie H de [0,1]xF est &gale
& M*[m(H)]. Pour a> O fixe, il existe un compact L de [0,1]xF,
contenu dans A, tel que T(A)¢ I(L)+a. Il suffit alors de poser

K=7(L) et £ = D. (définie au n.7; nous laissons au lecteur

L
le soin de vérifier que DL est s.c.s. si L est compact).

COROLLAIRE.- Sous les mémes hypothéses, il existe un ensemble Bew(A),

by . . N /4 .
€egal & la réunion d'une suite de compacts, et une fonction borélienne

é1émentaire f, définie sur B et 3 valeurs dans [0,1], tels que l'on

ait B = m(A) A-p.p. et que le graphe de f soit contenu dans A.

DﬁMONSTRATION.- Posons A = Al, et soient Kl et f. un compact et

1
une fonction s.c.s. satisfaisant aux conditions du théoréme précedent
pour a = 271, posons alors A, = Ar\([O,l]xKﬁ) et appliquons de
nouveau le théoreme précédent avec a = 2_2. Par récurrence, on
construilt ainsi une suite de compacts (Kn) disjoints de F contenus
dans m(A), et une suite de fonctions s.c.s. (fn) définies sur K,

et dont les graphes sont contenus dans A. Il suffit alors de

poser B = L)Kh et de prendre pour f la fonction sur B dont la

restriction a K, est dgale 3 £ -

REMARQUE.- M&me si A est borélien dans [0,1]xF, on ne peut en
général avoir une "section" compldte de A par un graphe de fonction
borélienne. Cependant, on peut montrer que, pour A analytique, il
existe une fonction f, mesurable si on munit F de la tribu engendrée
par les ensembles analytiques, dont le graphe est une section
compléte de A (cf HOFFMANN-JYRGENSEN [ ]). Une telle fonction est

universellement mesurable d'aprés le théoréme 6.
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Application 3 la théorie des ensembles analytiques

Nous allons voir maintenant que le théordme de Lusin sur la
séparation des ensembles analytiques est une consdquence simple

du théordme de Choquet

THEOREME. - Soient A; et A,

I1 existe alors deux bordliens disjoints B

deux parties analytiques disjointes de E.

et B, de E tels que

1 2

B, contienne A; et B, contienne A,.

2

DEMONSTRATTION. - Deux parties A, et A, vérifiant la propriétd de

1
1ténonced seront dites sdparables par des boréliens, et sdpardes

par les boréliens Bl et Bg. Soient F = ExB et T {(resp We) la

projection de F sur le premier (resp second) facteur E. Posons,

pour toute partie H de F, I(H) = O si vl(H) et WE(H) sont séparables
par des boréliens dans E, et I(H) = 1 sinon. La fonction I ainsi
définie est une capacité sur F. La condition a) du n.l est trivia-
lement vérifide. Vérifions b) : soit (Hn) une suite croissante

telle que I(Hn) = 0 pour tout n, et, pour chaque n, soient Bi et

B° deux bordliens de E sédparant vl(Hn) et T

» H ). On vérifie aisément

2( n

que les boréliens BT = L)fw B; , 1 =1,2, séparent les projections
m tm

vi(L)Hn), i =1,2, et donc I(Lan) = 0. Vérifions enfin c). Soient

(Kn) une suite décroissante de compacts telle que I(Kn) = 1 pour

tout n : cela signifie simplement que les compacts wl(Kn) et wQ(Kn)

ne sont pas disjoints dans E, pour tout n. Il est alors clair que
vl(f\Kh) et ve(f\Kn) ne sont pas disjoints, et donc que I(f\Kh) = 1.
Soient maintenant Al et A2 deux parties analytiques disjointes de E,
et solit A = Ale2 : A est analytique dans F, et donc on a

I(4) = sup I(X), K compact, KC A. Comme on a évidemment I(K) = O

pour tout compact K€ A, on en aéduit que Al et A2 sont séparables.
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REMARQUES.- 1) Il existe des complémentaires d'analytiques
disjoints qui ne sont pas séparables par des boréliens
(ef SIERPINSKI [ ]). Par consdquent, il existe des complémentaires

d'analytiques qui ne sont pas universellement capacitables.

2) On peut utiliser le m@me schéma de d€monstration (avec un

produit dénombrable de copies de E) pour démontrer la géndralisation
suivante, due 3 Novikov et Liapunov : si (An) est une suite de
parties analytiques de E telle que f\An soit vide, il existe une
suite (Bn) de boréliens de E telle que Bn contienne An pour tout n

et que f\Bn soit vide.

COROLLAIRE.- Soit (An) une sulte de parties analytiques de E,

deux 3 deux disjointes, et de rdunion €gale & E. Les ensembles A,

4 -
sont alors boreliens dans E.

DﬁMONSTRATION.— Fixons l'entier k : l'ensemble Ak ainsi que son
compléhentaired;&Ah sont analytiques (et disjoints). Il résulte

du théoreéme de séparation qu'ils sont alors bordliens.

COROLLATIRE.- Soit a une application borélienne et surjective de E

sur F, et soit A une partie analytique de F. Si a—l(A) est borélienne

dans E, alors A est borélienne dans F.

DﬁMONSTRATION.— en effet, le complémentaire de A est égal a 1'image

par o du borélien complémentaire de a_l(A) dans E : le complémentaire

de A est donc aussi analytique dans F.
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i, - CONSTRUCTION DE CAPACITES

I1 arrive souvent qu'une fonction d'ensembles (ou plus généralement
une fonctionnelle) ne soit défrinie gue pour une classe restreinte
d'engembles (ou de fonctions); le probl&me est alors de pouvoir
étendre le domaine de définition de cette fonction sans en altérer

les propriétés fondamentales.

Nous avons vu au premier paragraphe qu'une "capacité” définie
seulement sur les boréliens s'étend facilement & tous les ensembles
(ef 1l'exemple 3 du n.3), et meme aux fonctions (ef la remarque 2

du n.1l). Nous nous intéressons ici au probléme de 1l'extension

d'une fonction définie sur les compacts en une capacit€.

La propriét€ cruciale & respecter dans une telle extension est

la propriété b) du n.l. C'est en général la propriété la plus
difficile 3 vérifier (cf chapitre VI), et aussi la plus facilement
perdue dans les tentatives d'extension (cf la remarque 19-2) de

ce paragraphe).

On ne connailt de réponse vraiment satisfaisante que dans le cas
important ol la fonction, définie sur les compacts, est fortement
sous~additive (cf la définition ci-dessous). En particulier, on
ne connait pas de critére commode et suffisamment général pour
qu'une fonction dénombrablement sous-additive soit une capacité

(voir cependant les compléments du chapitre VI).

DEFINITION.- Soit J une fonction définie sur un sous-ensemble H de

parties de E, stable pour (Uf, Nf). On dit que J est

a) croissante sur H si on a J(K)£ J(L) pour (K,L)eHxH tel gue KcL
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b) fortement sous-additive sur H si on a, pour tout (K,L)eHxH,

J(EVL)+J (KN L)é J(K)+J (L)

¢} continue 3 droite sur H si, pour tout KelH et tout aP» 0, il existe

un ouvert U de E contenant K tel que l'on ait

J(L)£ J(K)+a

pour tout LeH inclus dans U.

Pour 1l'ensemble des parties compactes, la propriétd c) est intime-

ment 1ife 3 la propriété c¢) du n.l

/
THEOREME.- Soit J une fonction croissante sur l'ensemble K des

parties compactes de E. La fonctlion J est continue a droite sur K

si et seulement si elle satisfait la propriété (*) suivante :

si (Kn) est une suite dfcroissante de compacts, J(g Kn) = inf J(Kh).

DEMONSTRATTON. - Supposons d'abord J continue 3 droite, et soit (Kh)
une suite dé€croissante de compacts. Pour tout a% 0, il existe un
ouvert U contenant K = f\Kﬁ tel que J(L)g J(K)+a pour tout compact L
contenu dans U; d'autre part, pour U fixé, les ensembles Ln = th\Uc
forment une suite décroissante de compacts d'intersection vide

donc Kh est inclus dans U pour n suffisamment grand. Il est alors
clair que J(K) = inf J(Kn). Supposons maintenant que J vérifie (*),
et soit K un compact. Il existe une suite décroissante dlouverts (Uh)
contenant K telle que K soit encore €gal 3 1'intersection des ﬁh.

On a donc J(K) = inf J(ﬁh). I1 est alors clair que J est continue

3 droite.

Voici le théoréme fondamental de ce paragraphe. Nous en amorcerons
/ . . . ’
la démonstration, et 1l'achéverons apres avoir examine de plus prés

la propriété de forte sous-additivitd.
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THﬁORﬁME.- Soit J une fonction croissante, fortement sous-additive

et continue 3 droite sur 1'ensemble K des parties compactes de E.

Posons, pour tout ouvert U de E,

I(U) = sup J(K), KekK, KCU

et, pour toute partie A de E,
I(A) = inf I(U), U ouvert, UDA

Alors I est une extension de J & ¢(E), et est une capacité fortement

sous-additive et continue & droite sur 0(E).

DEMONSTRATION.~ Tl est clair d'abord que I est croissante et
continue a droite sur $(E). Ensuite, I est une extension de J :

si X est un compact, il existe, pour tout adP» 0, un ouvert Ua
contenant K tel que J(L)< J(K)+a pour tout compact L inclus dans U,
Par conséquent, I(Ua)é J(K)+a pour tout a; comme on a évidemment
I(X) £ J(X), on en déduit que I(X) = J(K). Nous allons montrer
maintenant que I est fortement sous-additive. Nous utiliserons

pour cela le lemme topologique suivant

Lemme : Soit K un compact contenu dans la réunion U, U, de deux
ouverts U1 et U2. Il existe alors deux compacts Ki et K2 tels que

l'on ait K = Kl\JK2 et KiC'Ui’ i=1,2.

démonstration .- Les ensembles L1 = KI\US et L2

et disjoints. Sébarons les par deux ouverts disjoints Vl et V2. Les

= Kr\Ui sont compacts

compacts Kl = KI\VZ et K2 = K/\Vi ont les propriétéé requises.

Démontrons maintenant la forte sous-additivit€ de I sur l'ensemble
des ouverts. Soient Ul et U2 deux ouverts, et soient X un compact
inclus dans Ul\/Ué et L un compact inclus dans Ulf\Ué. Décomposons K
en deux compacts Ki et K2 comme dans le lemme. Comme J est crolssante

et fortement sous-additive sur K, on a
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J(K)+I (L)€ J[ (KU L) U (K, VL) I+I[ (KW I)N (K, VL)1 & T (KU L)+ (K, U L)
et le compact KiL)I.est inclus dans Ui pour 1 = 1,2, On en déduit
imnédiatement que I(U1L1U2)+I(Ulr\U2)521UH)+{(U2), i.e. que I est
fortement sous-additive sur l'ensemble des ouverts. Soient mainte-

nant Al et A2 deux parties de E, et soit U1 (resp U un ouvert

5)
contenant A (resp Ag) : alors l'ouvert U;V U, (resp Ulf\Ug)

contient AU A, (resp A1’\A2)' La forte sous-additivite de I sur ¢(E)
en rdsulte aise€ment. Il ne nous reste plus qu's vdrifier que I

satisfait la propriétd b) du n.l, ce que nous ferons apr8s 1'étude

de la forte sous-additivitd.

THEOREME. - Soit J une fonction croissante sur un ensemble H de

parties de E, stable pour (Uf,NT). Les assertions suivantes sont

£quivalentes
a) la fonction J est fortement sous-additive
J(KUL)+J (KAL) £ J(K)+I (L)

quels que soient K,L €léments de H

b) la fonction J est alternée d'ordre 2
J(PUQUR)+J(R) £ J(PUR)+J(QUR)

quels que solent P,Q,R é1dments de H, inégalité qui s'éerit encore

J(PUQUR)-J(PUR)-J(QUR)+I(R) £0

si J(PUQUR) est fini (c'est donc une indgalite de "concavité")

¢) quels que soient les éléments A,B,K de H tels que ADB, on a

J(AUK)+J(B)¢ J(BUK)+J(A)

inegalitd qui s'derit encore, si J(AUK) est fini,

J(AUK)-J(A) £ J(BUK)-J(B)

. o) . . .
(autrement dit, pour un méme accroissement de la variable, 1l'accrois-

sement de J est plus grand si la variable est plus petite)
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d) guels que soient les &léments A;,B; de H tels que A; DBy (1 =1,2)

J(AL A2)+J(Bl)+J(B2) £ J (B B2)+J(Al)+J(A2)
inégalite€ qui s'écrit encore, si J(AlL)AE) est fini,

J(Alu A2) _ J(BlU 32)4 [J(Al)—J(Bl)]+[J(A2)—J(B2)]

DFMONSTRATION, - Nous allons montrer que a) 9b) 2c) =4d) >a).
Posons, dans a), K = PUR et I, = QUR : on obtient b). Posons,
dans b), P =A, Q = Bet R =K : on obtient ¢). Posons, dans d),

A =K, B

Il

1 1 = KNL et A, =B, =L : on obtient a) si J(L) est fini,

et a) est trivial si J(L) est infini. Il nous reste a prouver

que ¢) = d). Ecrivons deux fois c¢), une fols en posant A = Ay,

B = B1 et X = A2, o’ B = B2 et

K = By; ajoutons membre 3 membre les indgalitds obtenues. On obtient

et 1l'autre fois en posant A = A

d) si J(A,UB;) est fini. Si J(A,JBy) est infini, il résulte de c)

applique a A = B;» B =g et K = A, que J(A;) ou J(Bl) est infini :

d) est alors triviale.

I'indgalite d) s'étend immddiatement par récurrence, et on obtient

COROLLAIRE.- Sous les mémes hypoth&ses, les assertions suivantes

’ .
sont equivalentes

a) la fonction J est fortement sous-additive

b) quels que soient les é1éments Ai’Bi de H tels que AiTDBi

pour 1 = 1,2,...n, On a
J(UAi)+ZJ(Bi)£ J(UBi)+ZJ(Ai)
inégalitd qui s'écrit encore, si J(L)Ai) est fini,

J(VA;)-I(U B )L Z [3(a;)-T(B,)]

REMARQUE.- Chacune des indgalités du n.l6 est intéressante : a) pour
la facilité de la vérification de sa validit€, b) pour son intérét
thdorique (ef appendice I), c) pour sa signification simple et

d) pour son intérét technique.
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DEMONSTRATTON DU THHOREME 15 (Suite et fin).- Il nous reste

8 vérifier la propriétd suivante : si (Bn) est une suite croissante,
alors I(ijn) = sup I(Bn). Nous allons d'abord le faire lorsque

les Bn sont ouverts, ce qui ne fera pas intervenir la forte sous-
additivit€. Soit done (Un) une suite croissante d'ouverts, et soit K
un compact contenu dans kJ[&I: les Un formant un recouvrement de K,
Un contient K pour n suffisamment grand. Il est alors clair que
IGJ'Un) = sup I(Un). Soit maintenant (Bn) une suite croissante de
parties quelconques. Si I(Bn) est infini pour n suffisamment grand,
on a évidemment I(\jBn) = sup I(Bn). Supposons donc I(Bn) fini pour
tout n, et , pour tout n et tout ad O, désignons par Ag un ouvert

-n

contenant B tel que I(Ag)s.I(Bn)+2 a. On a alors, pour tout entier k,

K o M X o
I(%}An)-I(VBn)g 21: [T(A])-I(B )] La
Posons, pour tout entier k, UE =\:)Ag :

les Ui forment une suilte
-

croissante d'ouverts, et on a donc, d'aprés ce qui précéde,
ay K, .a ]
I(UUK) = spp I(L“)An)gs%p I(VBn)+a
Comme L)UE est un ouvert qui contient L)Bk , il est alors clair

que l'on a I(L}Bn) = sup I(Bn).

En fait la fonction I vérifie une inégalite'plus forte que celle
de la forte sous-additivite : avec les mémes hypothéses et notations

que celles du théordme 15, on a

THEOREME. - Soient (A ) et (B ) deux suites de parties de E telles

que An contienne Bn pour tout n. Alors on a

I(UA )+2 I(B (I uB )+ I(A

inégalite’ qui s'derit encore, si T(UA)) est fini,

I(UA)) - T(UB)E T [I(A))-1(B))]
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DﬁMONSTRATION.— Pour tout entier k, on a, d'aprés le théoréme 17,
+ZI )¢ T UB +2I
I1 ne reste plus qu' a& faire tendre n vers +w, en tenant compte

| 4
du fait que 1'on a T(WA ) = sup T(\JA ).
n k 1 n

REMARQUES.- 1) Le prolongement I de J du théordme 15 est "essentiel-
lement" unique au sens suivant : si I' est une capacité dont la
restriction aux compacts est dgale 3 J, alors I(A) = I'(A) pour
toute partie analytique A de E. Cela résulte immédiatement du

théorédme de capacitabilite,

2) La forte sous-additivité joue un rdle crucial dans la demonstration
du théorgme 15. Nous verrons au cours de l'appendice I qu'il existe
une capacité dénombrablement sous-additive I ayant la propriéte
suivante : si on pose, pour toute partie A de E, I*(A)} = inf I(U),

U ouvert, UDA, la fonetion I*, égale & I sur les ouverts et

compacts, et dénombrablement sous-additive, n'est pas une capacité

(1a propriété€ b) du n.l n'étant plus satisfaite), et il existe

un borédlien A tel que I*{A)> 0, mais tel que I*(K) = 0 pour tout

compact K inclus dans A.

Voici maintenant une série d'exemples de fonctions J croissantes,
continues 3 droite et fortement sous-additive sur les compacts,
auxquelles on peut,K donc appliquer le théoréme d'extension.

Pour simplifier le langage, nous dirons que ces fonctions J sont

des capacités fortement sous-additives

EXEMPLES.- 1) Si pour L compact de E on pose JL(K) =1si KNL #4g
et JL(K) = 0 sinon, la fonction JL ainsi définie est une capacité

fortement sous-additive.



- 36 -

2) La restriction d'une mesure aux parties compactes est une capacite

fortement sous-additive

3) Plus généralement, gsolent ExF un produit et A une mesure sur E.
Pour toute partie compacte K de ExF, on pose J(K) = AM7(K)], ol T est
la projection sur E. La fonction J ainsi définie est une capacite

fortement sous-additive.
L) Ia capacite newtonienne est fortement sous-additive (e¢f CHOQUET [ ]

5) Soient ExF un produit, G une partie compacte de ExF, et A une
mesure sur F. Pour toute partie compacte K de E, posons
J(K) = AMr(cN(KxF)], ol T est la projection sur F. La fonction J

ainsi définie est une capacite fortement sous-additive.

Les quatre premiers exemples correspondent & quatre exemples de
capacitds du n.3, ces derniéres dtant les prolongements donne’s

par le théoréme 15. Nous verrons a 1l'appendice I que ces cing
capacités sont "alternde d'ordre «", et que toute capacité€ alternde

d'ordre o est du type de la capacitd J de 1l'exemple 5).

6) L'exemple suivant est une généralisation de la capacit€ newtoni-
enne en théorie du potentiel. Soit E un espace localement compact
3 base dénombrable, et soit V une fonction s.c.i. et symétrique
sur ExE. On suppose de plus que V satisfait les deux "principes"
suivant de la théorie du potentiel

i) pour tout ouvert relativement compact U de E, il existe une
mesure A portde par U telle que son potentiel VA soit £ 1 partout,
et = 1 sur U (par définition VA(x) = jV(x,x’) drn(xt) )

ii) si A et 2, sont deux mesures 3 support compact et 3 potentiel
bornd, le fait que Vxl majore V%z sur le support de %2 entraine dque

vxl majore Vke partout
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Désignons alors, pour tout compact K de E, par J(K) la borne supé-
rieure des masses des mesures A portdes par K et dont le potentiel VA
soit é 1 partout. La fonction J ainsi définie est une capacité forte-
ment sous-additive (cf BRELOT [ ], qui considére aussi des noyaux

non symétriques).

7) Soit un ensemble de fonctions continues sur E stable pour

L
(Wf, AT), et soit p une valuation (resp subvaluation) sur L, i.e.
une fonction sur L vérifiant la condition suivante : quels que

soient £y et f d1&ments de L, on a

2
p(£1V £,) (21N E,) = p(r))+0(r,)  (resp &)
Posons alors, pour tout compact K de E,
J(K) = inf p(f), felL, {f>1)}DK

TLa fonction J ainsi dé€finie est une capacitd fortement sous-additive.

8) Voici un exemple de la situation précddente. Soit U un ouvert
de TRY , et designons par N la restriction de la mesure de
Lebesgue a l'ouvert U. Nous prendrons pour L 1'ensemble des fonctions

lipschitziennes (3 0) 3 support compact contenu dans U (rappelons

que toute fel a des derivées partielles le,...,an définies presque
partout). Soit d'autre part W une fonction borélienne 20 définie
sur UXER+fon : pour fel, nous désignerons par W(.,f,Df) la fonction

r-mesurable sur U x > W[x,f(x),D f(x),...,an(x)]. Posons alors,

1
pour toute fel, p(f) =:~fw(x,f,Df) dr(x). La fonction p ainsi défi-
nie est une valuation sur L (cf CHOQUET [ 1), et on lui associe,
comme ci-dessus, une capacité J fortement sous-additive. En particu-
lier, si U = RO et W(.,f,Df) = (gradient £)°, la valuation p est
1'intégrale de Dirichlet, et la capacité J est égale 3 la capacitd

- . . . ~
newtonienne ( 2 une constante multiplicative prés).
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5.- COMPLEMENTS

A : CAPACTTES. CAS ABSTRAIT.

Dans cette section, E désigne un ensemble sans structure topologique,
et E désigne un pavage sur E. Nous renvoyons le lecteur 5 MEYER [ ]

ré N
pour les demonstrations.

DﬁFINITION.— Une g—capacité sur E est une fonction I définie sur ¢(E)

et satisfaisant les conditions suivantes

a) si £€g, alors I{f)4&I(g)

b) si (fn) est une suite croissante, alors I(sup fn) = sUp I(fn)

c) si (gn) est une suite décroissante d'elements de E,

alors I(inf gn) = inf I(gn)

Si I est une E-capacité, on dit que fe((E) est I-capacitable si
I(f) = sup I(g), ecEg » 84T

On a alors une version abstraite du thforéme de Sion, et du théoréme

de Choquet

THEOREME. - Un ensemble E-analytique est capacitable pour toute

g—capacité.

On peut alors reprendre, & peu prés dans les mémes termes, les
applications & la théorie de la mesure. On a aussi le théoréme de

[é » . N .
separation, mais avec une restriction sur le pavage :

ﬂé%ﬁﬂh—&ﬁt(mg)mlwywepwécm@mm.§1Al§§A2smtdam

parties E-analytiques disjointes de E, il existe deux é1éments

disjoints Bl et B2 du saturd de E pour (Ud,Nd) tels que Bi:DAi

pour i = 1,2.
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En particulier, si A2 est le complémentaire de Al’ alors A, et A2

1
appartiennent au saturé de E pour (Ud,Nd)(qui n'est pas stable

P 2 / .
en genéral pour le passage au complémentaire)

. ~ . . . .
Passons maintenant 3 la construction de capacités. La situation est
lci moins satisfaisante que dans le cas topologique, mais on a

quand méme "1'essentiel” du théordme 15

THﬁORﬁME.— Soit J une fonction croissante, fortement sous-additive

sur le pavage E, et satisfaisant la condition suivante : pour toute

suite croissante (An) d'éléments de E telle que L}An appartienne

encore a E, on a J(LJAn) = sup J(An). Posons alors, pour tout BeEg,

H
—
o]
s
Il

sup J(A), AeE, ACB, et, pour toute partie C de E,

—
—
@]
N
N

inf I(B), BeEqs BDC. La fonction I ainsi définie est une

. . ~ . 4 .
extension de J, croissante, et posséde les deux propriétés suivantes

i) si (An) est une suite croissante, alors I(LJAn) = sup I(An)
ii) si (An) et (Bn) sont deux suites telles que A DB pour tout n,
T(UA +ZT(B )L T(UB )+3 I(A )

Pour que la fonction I soit une E—capacité, il faut et il suffit que

I(f\An) = inf I(An} pour toute suite décroissante (An) d' &1dments

du pavage E.
B : CAPACTTES. CAS TOPOLOGIQUE

DﬁFINITION.- Soit E un espace topologique sépard. Une capacité sur E

est une fonction I définie sur les parties de E et satisfaisant

les conditions suivantes

a) si ACB, alors I(A)£I(B)

b) si (An) est une suite croissante, alors IﬂJAn)= sup I(An)
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c) si (Kh) est une suite dferoissante de compacts, alors

I(NK,)) = inf I(K)

On dit que la capacité I est continue & droite si elle posséde de

plus la propriétd suivante (plus forte que c))

¢') pour tout compact K et tout aP» 0, il existe un ouvert U de E

contenant K tel que l'on ait I(U)é I(K)+a.

Une partie A de E est alors I-capacitable si I(A) = sup I(X),

K compact inclus dans A.

Avant d'énoncer les théorémes de capacitabilitd, rappelons que les
espaces sousliniens au sens de Bourbaki sont analytiques au sens
de Choquet. Pour les démonstrations, nous renverrons 34 STION [ ] et

BOURBAKT [ ].

THéORﬁME (de Chogquet).- Un ensemble analytique contenu dans une

réunion dénombrable de compacts est capacitable pour toute capacité.

THEOREME (de Sion).- Un ensemble analytique est capacitable pour

toute capacitd continue 3 droite.

La capacitd utilisde dans la démonstration du théoréme de séparation

4 - .
étant continue & droite, on a

COROLLAIRE.- Si Al et A2 sont deux parties analytiques disjointes,
il existe deux boréliens disjoints B, et B, tels que B.D A,

pour i = 1,2

Enfin, le théordme 15 relatif a la construction de capacit€s

est icl valable sans aucune modification.



