
CHAPITRE II : CAPACITES 

Nous allons conslderer dans les chapitres Ii, III et IV, diverses 

applications pouvant Stre ' " " defmnmes soit sur l'ensemble des parties 

• • ° 

d'un espace E, soit sur celui des fonctions deflnles sur E. Nous 

noterons mndmfferemment @(E) l'un de ces ensembles, laissant au 

lecteur le soin de distinguer sa signification darts certains cas. 

Une capaclte sur E est une fonction d~finie sur @(E) et vermflant 

les proprletes fondamentales d'une projection (cf le n.2 du chap I). 

• • • • 

Darts le premier paragraphe, on donne des defmnmtmons et des exemples. 

Au cours du second, on demontre un theoreme de capacitabilite ~ : 

si Iest une capacitY, et fune fonction analytique, alors 

l(f) = sup l(g), g s.c.s., g~f ; et on donne des applications de 

ce theoreme dans le troisiSme (on d~montre en particulier le theoreme 

• ° • 

de separatmon des ensembles analytiques). Le quatriSme est consacre 

la construction de certaines capacztes (dites fortement sous-addi- 

tires) et le dernier contient des comple~ments. 

i.- DEFINITIONS. EXEMPLES. 

• • ° P 

i DEFINITION.- Une fonction I sur ~(E) est une precapaclte sur E sion a 

a) s_A f~g, alors I(f) gI(g) 

b) S i (fn) est une suite croissante, alors l(sup fn ) = sup l(fn) 

La precapacmte Iest une capacit~ sur E si on a, de plus, 

• ° 

c) S_! (gn) est une suite decromssante de fonctions s.c.s., alors 

l(inf gn ) = inf l(g n) 
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REMARQUES.- i) Si D est un espace localement compact ~ base d~nom- 

brable, on suppose de plus dans c) que les gn sont ~ support compact. 

• o • 

Une capacit@ I sur D se prolonge alors au compactlfle E = D~ [~] en 

posant l(f) = +~ pour fc@(E) telle que f(~) ~ O. 

2) Si la capaclte I n'est deflnie que sur les parties etsil(~)= O et 

on la prolonge aux fonctions en posant l(f) = ~l[f>t] dt I(E) <+~, 

(si I(E) = ~, on pose l(f) = ~-l[ja(l[f~t)) dt] ~(t) ~ Arc tgt) 

2 DE~INITION. - Soit I une precapacite sur E. On dit que f~@(E) est 

l-capacitable si l'on a l(f) = sup l(g), g s.c.s., g ~f. 

Une fonction qui est capacitable pour toute capacit~ est dite 

universellement capacitable : nous verrons bientSt que toute fonction 

analytique est universellement capacitable. 

Nous donnerons au paragraphe suivant quelques exemples de prgcapacitgs 

qui ne sont pas des capacmtes, et nous donnons ici quelques exemples 

importants de capacit@s. Nous en verrons d'autres par la suite. 

3 EXEMPLES.- I) Le premier sera le plus simple, et, en un certain sens, 

l'exemple fondamental (cf l'appendice i). Pour toute partie A de E, 

posons I(A) = 0 si A : ~, et I(A) : I sinon : la fonction I ainsi 

• . . s o  
~finie est evldemment une capacit~ (remarquer que la propriete c) 

du n.l exprime !~ compaclte de l'espace E). Le prolongement de I aux 

• t  

fonctions donne : l(f) = sup f(x), xcE. Plus generalement, si K est 

un compact de E, la fonction I K d@finie par IK(f ) = sup f(x), xeK, 

est une capacit@. Bien que toutes les fonctions soient trivialement 

capacitables pour ces capacmtes, on a des theoremes de capacmtabmlmte 

• n 

non triviaux pour des capacmtes aussi simples (voir le chapitre V). 
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2) Soit dune distance compatible avec la topologie de E. La fonction 

qui ~ chaque partie de E associe son diamStre pour dest une capacitY. 

3) L'exemple suivant sera sans doute le plus familier pour beaucoup 

de lecteurs. Soit ~ une mesure sur E. La mesure ext~rieure h* 

J ° ° • 

d~finie par k*(A) = inf h(B), B borellen, B~A est une eapaclte. 

(D'une maniSre ' ' generale, si Iest une fonction dSfinie seulement 

I • . . 

sur les boreliens de E, et vermfmant les conditions du n.l, on 

. • 

peut prolonger I en une capaclte en posant, comme ei-dessus, 

I(A) = inf I(B), B borelmen, B~A, pour toute partie A de E). 

4) En combinant les exemples I) et 3), on obtient un type de capacit$ 

rencontr~ fr@quemment en theorme des processus stochastiques. 

Soient ExF un produit, et h une mesure sur E. Posons, pour toute 

partie A de ExF, I(A) = h*[~(A)] o~ ~ est la projection sur E. 

. •  I t  
La fonction I ainsi d~finie est une capaclte sur ExF. Plus genera- 

lement, soit ~ une application continue de G dans E, et soit June 

• S 

capacmte sur E. La fonction I d~finie par I(A) = J[~(A)] , A partie 

de G, est une capacmte sur G. 

5) Ii convient evmdemment de citer l'exemple historique de capacit~ : 

la capacit6 newtonienne. Soit K un compact de ~3, et desmgnons 

• . • 

par I(K) !a borne supermeure des masses des mesures h portees par K 

et de potentiel~l partout (rappelons que le potentiel de la mesure k 

e s t  l a  f o n c t i o n  ~ d e f i n i e  p a r  ~ ( x )  = x - x ' l l  d ~ ( x ' ) ) .  On m o n t r e  

• , ° 

que l a  f o n c t i o n  I d ~ f i n i e  a i n s i  s u r  l e s  c o m p a c t s  v e r l f l e  2a c o n d i -  

t i o n  e )  du n . 1 ,  e t  l ' l n e g a l z t e  s u i v a n t e  : I ( K U L ) + I ( K ~ L ) L I ( K ) + I ( L ) .  

On peut alors prolonger I en une capacit~ de la manzere suivante 

(cf le paragraphe 4) : si U est ouvert, I(U) = sup I(K), K~U et, 

si A est une partie quelconque, I(A) = inf I(U), U ouvert, U~A. 
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2.- LE THEOREM~ DE CAPACITABILITE 

Quoique le th~or~me de capacitabilit~ ne soit pas vrai en g~n~ral 

pour les precapacit~s, l'$tape essentielle de sa d~monstration 

• • d T • . • est un theoreme TT approximation par en dessous" pour les precapacltes 

prenant les valeurs 0 ou i : 

THEOREME (de Sion).- Soit June pr$capacit~ ~ valeurs dans [0, i]. 

S_~i f est une fonction analytique telle que J(f) = i, alors il existe 

une suite decromssante (gn) de fonctions s.c.s, satisfaisant aux 

conditions suivantes 

a) on a J(gn ) = i pour tout n 

• s 

b) la fonction s.c.s, g = inf gn est majoree par f. 

DEMONSTRATION.- Nous allons d'abord montrer que l'on peut supposer 

r .  o s  . 
que f est une fonction borellenne elementalre. En effet, soit h une 

telle fonetion, d~finie sur un produit ExF, telle que f soit la 

S • S 
projection ~h de h sur E. Supposons demontre le theoreme dans 

• . 

le cas des fonctions borelmennes $1@mentaires : comme la fonction 

• ° • 

~ J[~(~)] est aussi une precapaclte sur ExF, et ~ valeurs 0 ou i, 

il existe une suite decromssante (~n) de fonctions s.c.s, sur ExF 

telle que J[~(~n )] = i pour tout net que inf ~n~h. Ii ne reste 

plus qu'~ poser gn = ~(~n )' puisque ~(inf~n ) = inf ~(~n ). Nous 

I • 

pouvons donc supposer que f est une fonction borellenne $lSmentaire : 

• ° 

il existe alors une suite decromssante (fm), et, pour chaque m, une 

suite croissante (f~) de fonctions s.c.s, telles que f = inf fm 

et fm = sup fm Comme fAf I f, on a J(f^f~ = i : d'apr~s le b) 
n ° 

du n.l, il existe un entier n I tel que l'on ait aussi J(f&f~ ) = i. 
± 

Raisonnons par recurrence, et supposons demontr~e l'existence d'une 
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suite finie d'entiers n I, ... , n k telle que l'on ait 

j(f^fl^...Afk ) = i 
n I n k 

et d~signons par h k la fonction entre parentheses. Comme hkAf k+l= h k, 

on a j(hkAf k+l) = i : d'aprSs le b) du n.l, il existe alors un 

~i A~ ~ fk+ink+l ) = i. Posons pour entier nk+ I tel que J(fAf ...~f~ 

tout entier k 

gk inf ( i 2 ..,fk ) 
= fn l ,  fn2, .  n k 

On d~finit ainsi une suite ' " decromssante (gk) de fonctions s.c.s. 

telle que J(gk) = I pour tout k (cf le a) du n.l), et il est clair 

que inf gk est majorSe par f. 

S . . . .  J 

La defmnmtlon d'une pr~capacmte ne nous donnant aucune information 

sur le comportement de J pour les suites decromssantes, il peut 

arriver que l'on ait J(g) = 0 ou J(g) = i. Voici un exemple de 

chacune de ces posslbmlmtes : 

J . • 

i) Soit E = [0, i], et prenons pour precapacmte J la fonction 

qui vaut 0 sur les ensembles de la l~re cat~gorie de Baire (i.e. 

mnterleur vide) contenus darts une reunmon d~nombrable de compacts d'' " " 

et i sur les autres. L'ensemble A des irrationnels n'est pas de l~re 

categorme, mais tout compact contenu dans A est d'int~rieur vide, 

et donc de premiSre cat~gorie. 

• • S 

2) Prenons pour precapaclte J la fonction qui vaut 0 sur les 

ensembles au plus denombrables et i sur les autres : J n'est pas 

une capacit@, et pourtant nous verrons au chapitre V que tout 

ensemble analytique est J-capacitable. 

• ~ . ° ° S 

Voici maintenant le theoreme de capac~tabll!te. Pour le lecteur 

familier avee la th~orie des mesures exterleures de Caratheodory, 

je voudrais signaler, pour qu'il apprecle l'orlglnallte de ce 

theoreme, que la capaemte newtonienne est une mesure ext~rieure, 
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S ° • 

mais que les seuls borelmens mesurables au sens de Caratheodory 

sont triviaux (i.e. de capaclte nulle, ou ~ complementalre de 

• S 

capaclte nulle). 

r 

THEOREME (de Choquet).- Les fonctions analytiques sont universel- 

lement capacitables. 

DEMONSTRATION.- Soient I une capacit@ et f une fonction analytique. 

Nous devons montrer que, pour tout t~ l(f), il existe une fonction 

s.c.s, g~f telle que l(g)$ t. Fixons t, et soit Jt la precapaclte 

• % 

d~finie par : Jt(h) = i si l(h)~t, et = 0 sinon. D'aprgs le theoreme 

S s  • . 

precedent, il existe une suite decrolssante (gn) de fonction s.c.s. 

telle que Jt(gn) = i pour tout net que g = inf gn soit majoree 

par f. Etant donn@e le c) du n.l, on a alors l(g) = inf l(gn)~t. 

REMARQUE.- II est facile de voir que la projection d'une fonction 

universellement capacitable est encore universellement capacitable. 

. S S  

On ne connait cependant aucune autre proprlete de stabilit~ de ces 

fonctions, le probl~me crucial ~tant celui-ci : si f (resp g), 

d~finie sur E (resp F) est universellement capacitable, le produit 

tensoriel (fxg) est-il universellement capacitable sur ExF ? 

Nous verrons d'autre part au cours du paragraphe suivant qu'il 

• , 

existe des complementalres d'ensembles analytiques qui ne sont 

pas universellement capacitables. 
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3.- APPLICATIONS 

Applications ~ la th~orie de la mesure 

En appliquant le theoreme de Choquet ~ l'exemple 3 du n.3, on obtient 

le theoreme classique de Lusin 

6 THEOREME.- Les ensembles analytiques sont universellement mesurables. 

DEMONSTRATi0N.- Soient A un ensemble analytique dans E, et ~ une 

mesure sur E. Rappelons que A est dit h-mesurable s'il existe deux 

bor@liens B Iet B 2 tels que BIC ACB 2 et que h(B2-BI) = 0. Ii existe 

• ° • ° 

evldemment un borelmen B2~A tel que h*(A) = h(B2), et, d'apr~s le 

theoreme 5, il existe un borelmen BIC A, ~gal ~ la reunlon une 

suite de compacts, tel que h*(A) = ~(B I) :donc h(B2-B I) = 0. 

7 COROLLAIRE.- Soit A une partie analytique de [0,1]xF, et posons, 

pour tout y~F, DA(Y) = inf [t~[O,l] : (x,t)~A]. La fonction D A 

ainsi d~finie sur F est universellement mesurable. 

DEMONSTRATION.- Pour tout t, l'ensemble [DA~t] est la projection 

sur F de l'ensemble analytique A~ ([O,t[xF), et doric analytique 

(la fonction D A n'est pas analytique, mais I-D A l'est). 

S ~  J ~  

Les analogues abstraits de ce theoreme et du theoreme suivant 

jouent un r$1e important en th~orie des processus stochastiques. 

8 THEOREME.- Soient A une partie analytique de [0,1]xF, e_~t h une mesure 

sur F. Pour tout a~ 0, il existe un compact K de F et une fonction 

s.c.s, f d~finie sur K , ~ valeurs dans [0, i], tels que 

a) K est contenu dans la projection ~(A) de A sur F et l'on a 

~[~(A)]~ ~(~)+~ 

b) le graphe [(t,y)~[0,1]xK : f(y) : t] de f est contenu dans A. 
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DEMONSTRATION.- Appliquons le th~or~me de Choquet ~ l'exemple 

• l 

du n.3 : la capaclte I(H) de la pattie H de [0,1]xF est ~gale 

~*[~(H)]. Pour ~ 0 fixe~ il existe un compact L de [0,1]xF, 

contenu dens A, tel que I(A)< I(L)+~. Ii suffit alors de poser 

K = ~(L) et f = D L (d$finie au n.7; nous laissons au lecteur 

S . . 

le soin de vermfler que D Lest s.c.s, si Lest compact). 

9 COROLLAIRE.- Sous les m~mes hypotheses, il existe un ensemble B~(A), 

~al ~ la reunlon d'une suite de compacts, et une fonction borellenne 

• J  

elementaire f, dSfinie sur Bet ~ valeurs dens [0, i], tels que l'on 

air B = ~(A) ~-p.p. et que le graphe de f soit contenu dens A. 

DEMONSTRATION.- Posons A = AI, et soient K Iet fl un compact et 

une fonction s.c.s, satisfaisant aux conditions du theoreme precedent 

pour a = 2 -1 . Posons alors A 2 = A~ ([0,1]xK~) et appliquons de 

, . , , 2 - 2  , nouveau le theoreme precedent avec c = . Par recurrence, on 

construit ainsi une suite de compacts (Kn) disjoints de F contenus 

• deflnles dans ~(A), et une suite de fonctions s.c.s (fn) " " " sur 

et don• les graphes sont contenus dans A. Ii suffit alors de 

poser B = U K net de prendre pour f la fonction sur B don• la 

restriction ~ K est ~gale ~ f . 
n n 

REMARQUE.- M@me si A est borelien dans [0,1]xF, on ne peut en 

f f  • 

general avoir une "section" complete de A par un graphe de fonction 

t . 

borellenne. Cependant, on peut montrer que, pour A analytique, il 

existe une fonction f, mesurable si on munit F de !a tribu engendr6e 

par les ensembles analytiques, dont le graphe est une section 

compl~te de A (cf HOFFMANN-J~RGENSEN [ ]). Une telle fonction est 

universellement mesurable d'apr~s le th$or~me 6. 
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Application ~ la th@orie des ensembles analytiques 

Nous allons voir maintenant que le theoreme de Lusin sur la 

s@paration des ensembles analytiques est une cons@quence simple 

du th@or~me de Choque% 

i0 THEOREME.- Soient A Iet A 2 deux parties analytiques disjointes de E. 

J . II existe alors deux borellens disjoints B I e__tt B 2 d_~e E tels que 

B I contienne A Iet B 2 contienne A 2. 

• . • 

DEMONSTRATION.- Deux parties A Iet A 2 v@rifiant la proprmet~ de 

• • ° 

l'@nonc@ seront dites separables par des borellens, et s~par~es 

par les bor@liens B Iet B 2. Soient F = ExE et ~i (resp ~2 ) la 

projection de F sur le premier (resp second) facteur E. Posons, 

pour toute partie H de F, I(H) = 0 si ~I(H) et ~2(H) sont separables 

par des borelmens dans E, et I(H) = i sinon. La fonction I ainsi 

d~finie est une capacit$ sur F. La condition a) du n.l est trivia- 

lement v@rifi~e. V@rifions b) : soit (H n) une suite croissante 

telle que l(Hn) = 0 pour tout n, et, pour chaque n, soient Bln et 

• . • . . 

B2n deux borellens de E s~parant ~l(Hn) et ~2(Hn). On vermfme ais~ment 

• . UCI  que les borellens ~ B , i = 1,2, separent les projections 

~i(~Hn), i = 1,2, et donc I(UHn) = 0. V~rifions enfin c). Soient 

(Kn) une suite d~croissante de compacts telle que I(Kn) = i pour 

tout n : eela signifie simplement que les compacts ~l(Kn) et ~2(Kn) 

ne sont pas disjoints dans E, pour tout n. Ii est alors clair que 

~l(~Kn) et ~2(~Kn) ne sont pas disjoints, et doric que I(~K n) = i. 

Soient maintenant A Iet A 2 deux parties analytiques disjointes de E, 

et soit A = AIXA 2 : A est analytique dans F, et donc on a 

I(A) = sup I(X), K compact, K~A. Comme on a evmdemment I(K) = 0 

pour tout compact K~A, on en d~duit que A Iet A 2 sont s@parables. 
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ii 

12 

• • 

REMARQUES.- I) Ii existe des complementamres d'analytiques 

• ° 

disjoints qui ne sont pas s~parables par des borellens 

(cf SIERPINSKI [ ]). Par consequent, il existe des compl~mentaires 

d'analytiques qui ne sont pas universellement capacitables. 

2) On peut utiliser le m~me schema de demonstratlon (avec un 

• • • ° ° 

produit d~nombrable de copies de E) pour demontrer la generallsatlon 

suivante, due ~ Novikov et Liapunov : si (An) est une suite de 

parties analytiques de E telle que ~ A soit vide, il existe une 
n 

• " contienne A pour tout n suite (Bn) de borellens de E telle que B n n 

et que ~ B soit vide. 
n 

COROLLAIRE.- Soit (A n ) une suite de parties analytiques de E, 

• ° • 

d e u x  ~ deux  d i s j o i n t e s ,  e t  de r e u n m o n  e g a l e  ~ E. Les e n s e m b l e s  A n 

S • a o n t  a l o r s  b o r e l l e n s  dana  E. 

J 

DEMONSTRATION.- Fixons l'entier k : l'ensemble A k ainsi que son 

compl~mentaire U A sont analytiques (et disjoints). Ii r$sulte 
~¥~ n 

• ° 

du theor~me de separatmon qu'ils sont alors hot'liens. 

COROLLAIRE.- Soit ~ une application bor@lienne et surjective de E 

sur F, e t  s o i t  A u n e  p a r t i e  a n a l y t i q u e  de F. S i  a - t ( A )  e s t  b o r e l l e n n e  

• ° 

dana  E, a l o r s  A e s t  b o r e l ~ e n n e  d a n s  F. 

• • ° 

DEMONSTRATION.- en effet, le complementalre de A est ~gal ~ l'image 

p a r  a du b o r e ! i e n c o m p l e m e n t a i r e  de a - l ( A )  d a n s  E : l e  c o m p l e m e n t a l r e  

de A est done aussi analytique dans P. 
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4.- CONSTRUCTION DE CAPACITES 

13 

II arrive souvent qu'une fonction d'ensembles (ou plus g$n~ralement 

une fonctionnelle) ne soit d~finie que pour une classe restreinte 

d'en~embles (ou de fonctions); le probl~me est alors de pouvoir 

s . . . 

~tendre le domaine de defmnmtmon de cette fonction sans en alt~rer 

. P S  

!es proprmetes fondamentales. 

Nous avons vu au premier paragraphe qu'une "capacitY" d@finie 

0 . 

seulement sur les borelmens s'~tend facilement ~ tousles ensembles 

(cf l'exemple 3 du n.3), et m~me aux fonctions (cfla remarque 2 

du n.l). Nous nous intSressons ici au probl~me de l'extension 

d'une fonction d~finie sur les compacts en une capacitg. 

. o l  

La proprmete crueiale ~ respecter dans une telle extension est 

° o  • S . • • 

la proprlete b) du n.l. C'est en genera! la proprmete la plus 

difficile ~ verlfmer• " " (cf chapitre VI), et aussi la plus facilement 

perdue dans les tentatives d'extension (cfla remarque 19-2) de 

ce paragraphe). 

On ne connait de reponse vraiment satisfaisante que dans le cas 

important o~ la fonction, d~finie sur les compacts, est fortement 

• o . • sous-additive (cfla deflnltlon ci-dessous). En particulier, on 

ne connait pas de crit@re commode et suffisamment g~n~ral pour 

qu'une fonction de~ombrablement sous-additive soit une capacit~ 

I 

(voir cependant les complements du chapitre VI). 

DEFINITION.- Soit June fonction d~finie sur un sous-ensemble H de 

parties de E, stable pour (U f, ~f). On dit que J est 

a) croissante sur H si on a J(K)~ J(L) pour (K,L)cHxH tel que K~L 
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14 

b) fortement sous-additive sur H si on a, pour tout (K,L)~_HxH, 

J (K uL) +J(K~ L) ~ J (K)+J (~) 

c) continue ~ droite sur H si, pour tout K~H et tout a~ O, il existe 

un ouvert U d_~e E contenant K tel que l'on ait 

J(L)g J(~)+~ 

pour tout LcH inclus dans U. 

Pour l'ensemble des parties compactes, la propri$t~ c) est intime- 

° a l  
ment lige ~ la proprmete c) du n.l : 

J 

THEOREME.- Soit June fonction croissante sur l'ensemble K des 

parties compactes de E. La fonction Jest continue a droite sur 

si et seulement si elle satisfait !a proprmete (*) suivante : 

s_!i (Kn) est une suite de~roissante de compacts, J(~ Kn) = inf J(Kn). 

DEMONSTRATION.- Supposons d'abord J continue ~ droite, et soit (K n) 

une suite decromssante de compacts. Pour tout ~0, il existe un 

ouvert U eontenant K = ~K n tel que J(L)~ J(K)+~ pour tout compact L 

• , = Kn~ U c contenu dans U; d'autre part, pour U fixe, les ensembles L n 

J 
forment une suite decrolssante de compacts d'intersection vide : 

done K est inclus dans U pour n suffisamment grand. Ii est alors 
n 

clair que J(K) = inf J(Kn) Supposons maintenant que J verlfle ), 

• d' IN n) et soit K un compact. Ii existe une suite decromssante ouverts 

contenant K telle que K soit encore @gal ~ l'intersection des ~n" 

On a done J(K) = inf J(~n ). Ii est alors clair que Jest continue 

droite. 

Voici le theoreme fondamental de ce paragraphe. Nous en amorcerons 

l a  d e m o n s t r a t i o n ,  e t  l ' a c h ~ v e r o n s  a p r e s  a v o i r  examine de p l u s  p r o s  

• • 0 

la proprlete de forte sous-additivit~. 
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15 THEOR~ME.- Soit June fonction croissante, fortement sous-additive 

et continue ~ droite sur l'ensemble K des parties compactes de E. 

Posons, pour tout ouvert U de E, 

I(u) = sup J(K), K~K, KCU 

e_~t, pour toute partie A d_~e E, 

I(A) = inf I(U), U ouvert, U~A 

Alors Iest une extension de J ~ @(E), etest une capacmte fortement 

sous-additive et continue ~ dr•ire sur @(E). 

DEMONSTRATION.- Ii est clair d'abord que Iest croissante et 

continue ~ dr•ire sur @(E). Ensuite , Iest une extension de J : 

si K est un compact, il existe, pour tout ~ O, un ouvert U 

contenant K tel que J(L)~ J(K)+~ pour tout compact L inclus dans U s. 

Par consequent, l(Ua) ~ J(K)+~ pour tout a; comme on a evmdemment 

I(K) ~ J(K), on en d~duit que I(K) = J(K). Nous allons montrer 

maintenant que Iest fortement sous-additive. Nous utiliserons 

pour cela le lemme topologique suivant 

Lemme : Soit K un compact contenu dans la reunion UIUU 2 de deux 

ouverts U Iet U 2. Ii existe alors deux compacts K Iet K 2 tels que 

l'on ait K = KIUK 2 et Ki~Ui, i = 1,2. 

• . c c sont compacts demonstratmon .- Les ensembles L I = K~U 2 et L 2 = K~U I 

et disjoints. Se~arons les par deux ouverts disjoints V Iet V 2. Les 

c et K 2 = K~V~ ontles proprletes requises. compacts K I = K AV 2 

• . ° ° 

Demontrons maintenant la forte sous-addmtmvmte de ! sur l'ensemble 

des ouverts. Soient U Iet U 2 deux ouverts, et soient K un compact 

inclus dans UIVU 2 et L un compact inclus dans UI~U 2. D~composons K 

en deux compacts K Iet K 2 comme dans le lemme. Comme Jest croissante 

et fortement sous-additive sur K, on a 
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16 

J(K)+J(~) ~ JE (KIU L) U (K 2 VL)] +JI (KIU L)A (K 2 VL)I ~ J(KIU L)+J(~2V~) 

et le compact KiUL est inclus dans U i pour i = 1,2. On en d~duit 

mmmedmatement que I(UIUU2)+I(UI~U2) ~I(UI)+I(U2) , i.e. que Iest 

fortement sous-additive sur l'ensemble des ouverts. Soient mainte- 

nant A Iet A 2 deux parties de E, et soit U I (resp U2) un ouvert 

contenant A I (resp A2) : alors l'ouvert UIUU 2 (resp UI~U2) 

contient AI~A 2 (resp AI~A2). La forte sous-additivitg de I sur @(E) 

en r~sulte " ' ne nous amsement. II reste plus qu'~ v~rifier que I 

satisfait la proprmete b) du n.l, ce que nous ferons apr~s l'~tude 

de la forte sous-addmtmvmte. 

THEOREME.- Soit June fonction croissante sur un ensemble H de 

parties de E, stable pour (Uf,~f). Les assertions suivantes sont 

~quivalent e s 

a) la fonction Jest fortement sous-additive : 

J(KUL)+J(Km~) ~ J(K)+J(L) 

quels que soient K,L ~le~ments de H 

b) la fonction Jest altern~e d'ordre 2 : 

J(PVQ~R)+J(~) g J(PUR)+J(QUR) 
• 0 • • • • quels que soient P,Q,R elements de H, inegallte qui s'~crit encore 

J(P~Q UR)-J(PVR)-J(QUR)+~(R) ~0 

si J(PUQUR) est fini (c'est donc une mnegalmte de "concavitY") 

c) quels que soient les $1~ments A,B,K de H tels que A~B, on a 

J(Au K)+J(B)g J(BUX)+J(A) 

ine~galitg qui s'@crit encore, si J(AUK) est fini, 

J(AUK)-J(A)~ J(B UX)-J(B) 

(autrement dit, pour un meme accroissement de la variable, l'accrois- 

sement de Jest plus grand si la variable est plus petite) 
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d) quels que soient les elements Ai, B i de H tels que Ai~B i (i = 1,2) 

J(AIV A2)+J(BI)+J(B2)g J(BIU B2)+J(AI)+J(A 2) 
inegallte qui s'~crit encore, s_~i J(AIU A2) est fini, 

J(AI~A 2) - J(BIUB 2) ~ [J(A1)-J(B1)]+[J(A2)-J(B2)] 

DEMONSTRATION.- Nous allons montrer que a) ~ b) ~ c) ~ d) ~ a). 

Posons, dans a), K = PUR et L = QUR : on obtient b). Posons, 

dans b), P = A, Q = Bet R = K : on obtient c). Posons, dans d), 

A I = K, B I = K~L et A 2 = B 2 = L : on obtient a) si J(L) est fini, 

et a) est trivial si J(L) est infini. Ii nous reste ~ prouver 

que c) = d). Ecrivons deux lois c), une fois en posant A = A I, 

B = B Iet K = A2, et l'autre fois en posant A = A 2, B = B 2 et 

K = BI; ajoutons membre ~ membre les mnegalmtes obtenues. On obtient 

d) si J(A2UBI) est fini. Si J(A2UBI) est infini, il r~sulte de c) 

applique ~ A = BI, B = ~ et K = A 2 que J(A2) ou J(B i) est infini : 

d) est alors triviale. 

T " • . • S L inegallte d) s'~tend immedlatement" • " par recurrence, et on obtient 

17 COROLLA!RE.- Sous les m@mes hypotheses, les assertions suivantes 

• o 

sont equmvalentes 

a) la fonction Jest fortement sous-additive 

• I  

b) quels que soient les elements Ai, B i de H tels que Ai~B i 

pour i = 1,2,...n, on a 

J(UAi)+~J(Bi)~ J(UBi)+~J(A i) 

mnegalmte qui s'~crit encore, s_! J(UA i) est fini, 

J(vAi)-J(u Bi)g~EJ(Ai)-J(Bi)1 

REMARQUE.- Chacune des inegalmt@s du n.16 est mnteressante : a) pour 

la facilit~ de la vermfmcatmon de sa valldzte, b) pour son int@r~t 

the~rique (cf appendice I), c) pour sa signification simple et 

• o A  

d) pour son mnteret technique. 
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DEMONSTRATION DU TH~OREME 15 (Suite et fin).- II nous reste 

# . .  . , #  

vermfler la proprlete suivante : si (Bn) est une suite croissante, 

alors l(•Bn) = sup l(Bn). Nous allons d'abord le faire lorsque 

les B n sont ouverts, ce qui ne fera pas intervenir la forte sous- 

additivit~. Soit done (Un) une suite croissante d'ouverts, et soit K 

un compact contenu dans •U n : les U n formant un recouvrement de K, 

U n contient K pour n suffisamment grand. Ii est alors clair que 

I(UUn) = sup l(Un). Soit maintenant (Bn) une suite croissante de 

parties quelconques. Si I(Bn) est infini pour n suffisamment grand, 

on a evidemment I(UBn) = sup l(Bn). Supposons done l(Bn) fini pour 

• " A m un ouvert tout n, et , pour tout net tout ~> O, deslgnons par n 

eontenant B n tel que I(A~)~ I(Bn)+2-n~. On a alors, pour tout entier k, 

I (~2A~)-I(yBn) ~ X [I(A~)-I(Bn)] ~ 
I I 

4~2 ~ ~ forment une suite Posons, pour tout entier k, U ~ = A : les U k k 
• %  

croissante d'ouverts, et on a done, d'aprSs ce qui precede, 

Comme ~U~ est un ouvert qui contient ~B k , il est alors clair 

que l'on a I(U ) : sup I(Bn). 

• . . • ¢ . • 

En fait la fonetion I verlfle une lnegallte plus forte que celle 

• , . e 

de la forte sous-addltlvite : avec les memes hypotheses et notations 

que celles du theoreme 15, on a 

18 THEOREME.- Soient (A n ) e_~t (Bn) deux suites de parties de E telles 

que A contienne B pour tout n. Alors on a n n 

I (UAn)+ZI (Bn) ~ I (k2B n) +[ I (An) 

ine@alite qui s'6crit encore, si I( UA n) est fini, 

I(UAn) - I(UBn) ~ ~[I(An)-I(Bn)] 
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DEMONSTRATION.- Pour tout entier k, on a, d'apr~s le th~or~me 17, 

I(UAn)+~I(Bn) ~ I(UB~)+~I(A n) 

II ne reste plus qu'$ faire tendre n vers +~, en tenant compte 

du fait que l'on a I(UAn) = s~p I(VAn). 

19 REMARQUES.- i) Le pro!ongement ! de J du theoreme !5 est "essentie!- 

• I 

lement" unique au sens suivant : si I' est une capaclte dont la 

restriction aux compacts est ~gale ~ J, alors !(A) = I'(A) pour 

toute partie analytique A de E. Cela r~sulte imm~diatement du 

¢ ~  . ° ° a  

theoreme de capacmtabmlzte. 

2) La forte sous-addmtmvlte joue un rSle crucial dans la demonstratmon 

du th@or~me 15. Nous verrons au cours de l'appendice I qu'il existe 

. s J  . p J  

une capacmte denombrablement sous-additive I ayant la proprmete 

suivante : si on pose, pour toute partie A de E, I*(A) = inf I(U), 

U ouvert, U~ A, la fonction I*, @gale ~ I sur les ouverts et 

compacts, et d@nombrablement sous-additive, n'est pas une capacitg 

(la " • " proprmete b) du n.l n'$tant plus satisfaite), et il existe 

un bor$1ien A tel que I*(A)~ O, mais tel que I*(K) = 0 pour tout 

compact K inclus dans A. 

Voici maintenant une serme d'exemples de fonctions J croissantes, 

continues ~ droite et fortement sous-additive sur les compacts, 

auxquelles on peut donc appliquer le theoreme d'extension. 

Pour simplifier le langage, nous dirons que ces fonctions J sont 

des capacmtes fortement sous-additives 

20 EXEMPLES.- i) Si pour L compact de E on pose JL(K) = i si K~L % 

et JL(K) = 0 sinon, la fonction JL ainsi d~finie est une capacitg 

fortement sous-additive. 
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2) La restriction d'une mesure aux parties compactes est une capacit~ 

fortement sous-additive 

s S  

3) Plus generalement, soient ExF un produit et ~ une mesure sur E. 

Pour route partie compacte K de ExF, on pose J(K) = ~[~(K)], ok ~ est 

la projection sur E. La fonction J ainsi d@finie est une eapacit~ 

fortement sous-additive. 

4) La capacitg newtonienne est fortement sous-additive (cf CHOQUET E ]] 

5) Soient ExF un produit, G une partie compacte de ExF, et ~ une 

mesure sur F. Pour route partie compacte K de E, posons 

J(K) = ~[~(G~(KxF)], ok ~ est la projection sur F. La fonetion J 

ainsi d~finie est une capacit@ fortement sous-additive. 

Les quatre premiers exemples correspondent ~ quatre exemples de 

capacit~s du n.3, ces derni~res ~tant les prolongements donn~s 

par le th~or~me 15. Nous verrons ~ l'appendice I que ces cinq 

• alternee capacites sont "altern~e d'ordre ~", et que toute capacit~ • 

d'ordre ~ est du type de la capaczte J de l'exemple 5). 

6) L'exemple suivant est une g@n~ralisation de la capacit~ newtoni- 

enne en th$orie du potentiel. Soit E un espace localement compact 

base d~nombrable, et soit V une fonction s.c.i, et sym@trique 

sur ExE. On suppose de plus que V satisfait les deux "principes" 

• ° 

suivant de la theorle du potentiel 

i) pour tout ouvert relativement compact U de E, il existe une 

mesure ~ port6e par ~ telle que son potentiel V~ so~t ~ ! partout, 

et = I sur U (par d@finition V~(x) = JV(x,x') d~(x') ) 

ii) si ~i et h2 sont deux mesures ~ support compact et ~ potentiel 

borne~ le fait que Vh I majore V~ 2 sur le support de ~2 entraine que 

V~ I majore V~ 2 partout 



- 37 - 

I ° 

Desmgnons alors, pour tout compact K de E, par J(K) la borne sup~- 

rieure des masses des mesures ~ portees par K et dont le potentiel V~ 

soit ~ i partout. La fonction J ainsi d~finie est une capacit~ forte- 

ment sous-additive (cf BRELOT [ ], qui consid~re aussi des noyaux 

non symetrlques). 

7) Soit L un ensemble de fonctions continues sur E stable pour 

(Vf, Af), et soit p une valuation (resp subvaluation) sur L, i.e. 

• ° ° 

une fonction sur L verlfmant la condition suivante : quels que 

soient fl et f2 ~l@ments de ~, on a 

p(~iVf2)+~(fiAf21 = ~(fl)~(f2) (resp~) 

Posons alors, pour tout compact K de E, 

J(K) = inf p(f), fcL, [f~l]~K 

La fonction J ainsi d~finie est une capacitg fortement sous-additive. 

8) Voici un exemple de la situation precedente. Soit U un ouvert 

d.e A n , e t  d e s  i g n o n s  p a r  ;~ l a  r e s t r i c t i o n  d e  l a  m e s u r e  d e  

Lebesgue a l'ouvert U. Nous ~rendrons pour L l'ensemble des fonctions 

lipschitziennes (~ 0) ~ support compact contenu dans U (rappelons 

• ° • 

que toute f~ a des deriv~es partielles Dlf,...,Dnf defmnles presque 

partout). Soit d'autre part W tune fonction borelmenne ~0 d~finie 

° 

sur Ux~+x~Rn : pour f~, nous desmgnerons par W(.,f, Df) la fonction 

h-mesurable sur U x ~ W[x,f(x),Dlf(x), .... Dnf(X)]. Posons alors, 

route f~, p(f) = ~W(x,f, Df) dR(x). La fonction p ainsi d~fi- pour 

nieest une valuation sur L (cf CHOQUET [ ]), et on lui associe, 

comme ci-dessus, une capacit~ J fortement sous-additive. En particu- 

lier, si U = ~3 et W(.,f, Df) = (gradient f)2 la valuation pest 

• • . • ° J 

l'mntegrale de Dirichlet, et la capacmte Jest ~gale ~ la capacmte 

newtonienne ( ~ une constante multiplicative pros). 
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5-- COMPLEMENTS 

s 

A : CAPACITES. CAS ABSTRAIT. 

• ° 

Dans cette section, E desmgne un ensemble sans structure topologique, 

et E desmgne un pavage sur E. Nous renvoyons le lecteur ~ MEYER [ ] 

pour les demonstratlons. 

21 DEFINITION.- Une E-capacit~ sur E est une fonction I d~finie sur ~(E) 

et satisfaisant les conditions suivantes 

a) s_~i f~g, alors l(f)~l(g) 

b) s i (fn) est une suite croissante, alors l(sup fn ) = sup l(f n) 

c) s_~i (gn) est une suite d~croissante d'elements de E~ 

alors l(inf gn ) = inf l(gn) 

Si Iest une E-capacitY, on dit que f~@(E) est l-capacitable si 

I(f) = sup I(g), gc~ , g~f 

On a alors une version abstraite du th~or~me de Sion, et du th~or~me 

de Choquet : 

22 THEOREME.- Un ensemble E-analytique est capacitable pour route 

E-capacitg. 

On peut alors reprendre, ~ peu pros dans les m~mes termes, les 

applications ~ la th@orie de la mesure. On a aussi le theoreme de 

separatmon, mais avec une restriction sur le pavage : 

23 THEOREME.- Soit (E,E) un espace pav~ compact. S__~i A I e_~t A 2 sont deux 

parties E-analytiques disjointes de E, il existe deux $1~ments 

disjoints B I e__tt B 2 du saturg de E pour (Ud, ~ d) tels que Bi~A i 

pour i = 1,2. 
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En particulier, si A 2 est le complementamre de A I, alors A ! et A 2 

a p p a r t i e n n e n t  a u  s a t u r ~  de  E_ p o u r  ( U d , / " ~ d ) ( q u i  n ' e s t  p a s  s t a b l e  

en g e n e r a l  p o u r  l e  p a s s a g e  a u  c o m p l e m e n t a m r e )  

Passons maintenant ~ la construction de capacit~s. La situation est 

ici moins satisfaisante que darts le cas topologique, mais on a 

0 • 
quand m~me "l'essentiel" du theoreme 15 

24 THEOREME.- Soit June fonction croissante, fortement sous-additive 

sur le pavage E, et satisfaisant la condition suivante : pour toute 

suite croissante (An) d'@l@ments de E telle que U A n appartienne 

encore ~ E, on a J(UAn) = sup J(An). Posons alors, pour tout BcE~, 

I(B) = sup J(A), AcT, ACB, e_~t, pour route pattie C d__ee E, 

I(C) = inf I(B), B~E~, B~C. La fonction I ainsi d~finie est une 

° J o  

extension de J, croissante, et poss~de les deux proprmetes suivantes 

i) s_~i (An) est une suite croissante, alors l(UAn) = sup l(An) 

ii) s_~i (An) et (Bn) sont deux suites telles que An~B n pour tout n, 

I(UAn)+~ I(B n) ~I(~Bn)+~I(A n) 

Pour que la fonction I soit une E-capacmte, il faut et il suffit que 

l(~An) = inf l(An) pour route suite d6croissante (A n ) d'~l~ments 

du pavage E. 

B : CAPACITES. CAS TOPOLOGIQUE 

25 
s 

DEFINITION.- Soit E un espace topologique s~par~. Une capacit~ sur E 

est une fonction I d~finie sur les parties de E et satisfaisant 

les conditions suivantes 

a) si ACB, alors !(A)~I(B) 

b) s_~i (An) est une suite croissante, alors I(UAn)= sup l(An) 
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26 

27 

28 

c) s_~i (Kn) est une suite decromssante de compacts, a!ors 

I(~K n) = inf l(Kn) 

On dit que la capacit~ Iest continue ~ droite si elle poss~de de 

plus la proprzete suivante (plus forte que c)) 

c') pour tout compact K et tout at O, il existe un ouvert U de E 

contenant K tel que l'on air I(U)~ I(K)+~. 

Une partie A de E est alors l-capacitable si I(A) = sup I(K), 

K compact inclus dans A. 

Avant d '° • ~ " " " " enoncer les theoremes de capacmtabmlzte, rappelons que les 

espaces sousliniens au sens de Bourbaki sont analytiques au sens 

de Choquet. Pour les demonstratmons, nous renverrons ~ SION [ ]et 

B0~BAK! [ ]. 

THEOREME (de Choquet).- Un ensemble analytique contenu dans une 

• • . • 

reunmon d~nombrable de compacts est capacitable pour toute capaclte. 

THEOREME (de Sion).- Un ensemble analytique est capacitable pour 

toute capacit~ continue ~ droite. 

La capacit~ . . . . . .  " de separatlon utllmsee darts la demonstratlon du theoreme " " 

~tant continue ~ droite, on a 

COROLLAIRE.- S__~i A 1 e__~t A 2 sont deux parties analytiques disjointes, 

il existe deux borellens disjoints B 1 e_~t B 2 tels que Bi~A i 

pour i = 1,2 

Enfin, le th~or~me 15 relatif ~ la construction de capacltes 

est ici valable sans aucune modification. 


